Dynamic analysis of flexible structure at high rotational speeds by Petrovič, Erik
UNIVERZA V LJUBLJANI
Fakulteta za strojniˇstvo
Dinamska analiza prozˇne strukture pri
visokih vrtilnih hitrostih
Zakljucˇna naloga Univerzitetnega sˇtudijskega programa I. stopnje
Strojniˇstvo - Razvojno raziskovalni program
Erik Petrovicˇ
Ljubljana, avgust 2020

UNIVERZA V LJUBLJANI
Fakulteta za strojniˇstvo
Dinamska analiza prozˇne strukture pri
visokih vrtilnih hitrostih
Zakljucˇna naloga Univerzitetnega sˇtudijskega programa I. stopnje
Strojniˇstvo - Razvojno raziskovalni program
Erik Petrovicˇ
Mentor: izr. prof. dr. Gregor Cˇepon, univ. dipl. inzˇ.
Ljubljana, avgust 2020
VLOGA ZA PREVZEM TEME ZAKLJUCNE NALOGE 
Univerzitetni studijski program I. stopnje STROJNISTVO - Razvojno raziskovalni program 
St. zakljucne naloge (izpolni Studentski referat): UN I/1399 
Datum prejema vloge v SR: 21.8.2020
Podatki o studentu: 
lmeinpriimek: £:R,\l ?�l�OV\C.., Vpisnast. 2-��TOZ {S
Datum, kraj rojstva: � · i · {<3�3 / l('(o__�
Podatki o zakljucni nalogi: 
Naslov zakljucne naloge (slovenski): 
\2)�n°'""'<s.ka.. QV'\o...l.'--<io... �\DiV\(:_ "btroLturt.. pr; vt�o k.\ h 
v,-\\ \�1·1.\n \--i\1x-��tb 
Naslov zakljucne naloge (angleski): 
b� no_½-\ic__ a..Y\a.. h1'i)1s of f le.xi ble. cd-ruc.fvre_ ai lA\%h 
ro--lo...i�C)V\0....,� -sre.:e.ds 
Somentor na FS: ______ _ 
Veljavnost nas/ova teme je 6 mesecev od oddaje Vloge za prevzem. 
Podpis mentorja: � 
Zahvala
Za strokovno pomocˇ pri zakljucˇni nalogi se zahvaljujem mentorju izr. prof. dr.
Gregorju Cˇeponu. Zahvaljujem se tudi druzˇini, prijateljem in dekletu, ki so mi na
kakrsˇenkoli nacˇin pomagali in me podpirali pri delu.
iii

Izvlecˇek
UDK 531.391:519.6:004.94(043.2)
Tek. sˇtev.: UN I/1399
Dinamska analiza prozˇne strukture pri visokih vrtilnih hitrostih
Erik Petrovicˇ
Kljucˇne besede: dinamika sistema togih teles
prozˇna struktura
dinamska analiza
numericˇni model
simulacija
Zakljucˇna naloga obravnava prozˇno strukturo oziroma rezilno nitko, ki se jo uporablja
za kosˇenje trave. Njeno delovanje je v nalogi analizirano z uporabo teorije dinamike
sistema togih teles – nitka je razdeljena na vecˇ delov, katerim so pripisane potrebne
geometrijske in materialne lastnosti, narejen pa je tudi fizikalni in numericˇni model
nitke. Na podlagi dobljenega modela in z uporabo programskega orodja Python je bila
v fazi analize izvedena simulacija, ki je opisana v rezultatih zakljucˇne naloge. Tam je
prikazan primer vrtenja nitke z vzbujevalnim pospesˇkom ter odziv nitke na razlicˇne
obremenitve.
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The diploma thesis examines the dynamics of the flexible structure. More precisely, it
deals with the cutting line used in string trimmers. Its activity is analyzed using the
theory of the dynamics of a rigid body system – the line is divided into several parts,
the necessary geometric and material properties are attributed to them, and the line’s
physical and numerical model is made. Using obtained models and the Python software,
a simulation was performed in the analysis phase. This simulation is described in the
results section of the thesis. In there, an example of the line rotation with constant
acceleration is presented and there is also discussed how the string responds to different
strains.
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1 Uvod
V svetu, v katerem zˇivimo, je vedno vecˇ strojev, ki so izdelani z namenom, da nam
olajˇsajo delo, ki smo ga prej morali narediti rocˇno. Vecˇina teh strojev deluje tako, da
dolocˇen izvor energije po znanih fizikalnih postopkih pretvori v zˇeljeno mehansko delo.
Ker so stroji izdelani z namenom, da nam olajˇsajo delo, imamo vedno prisotno tudi
neko zunanjo obremenitev, ki deluje na stroj. Kot inzˇenirji moramo te obremenitve
prepoznati in stroj narediti tako, da jim ne bo podlegel. Da ob uporabi strojev torej
ne bi priˇslo do nepricˇakovanih oz. nezˇeljenih rezultatov, moramo opraviti vrsto testov
in simulacij. Sˇele ob uspesˇno prestanih testih in simulacijah lahko z neko gotovostjo
trdimo, da je nasˇ izdelek primeren za resˇevanje dolocˇenih vsakdanjih problemov.
1.1 Ozadje problema
V zakljucˇni nalogi bomo obravnavali odziv prozˇne strukture na pospesˇeno vrtenje, in
sicer se bomo osredotocˇili na poganjanje oz. vrtenje rezilne glave, iz katere je napeljano
rezilo. To rezilo se vrti skupaj z rezilno glavo in tako odrezuje material. Na tak nacˇin
deluje tudi kosilnica, pri kateri kot rezilo uporabimo najlonsko nitko. V zakljucˇni nalogi
bomo pogledali, kako se taksˇna nitka deformira pri visokih vrtilnih hitrostih in kako se
odzove nitka na zunanjo obremenitev.
Ker nas bodo pri obravnavi odziva prozˇne strukture sˇe posebej zanimale deformacije,
ki se pojavijo kot posledica vrtenja, si bomo podrobneje pogledali ravnino, ki je pra-
vokotna na os vrtenja – tj. os, preko katere apliciramo moment in s tem povzrocˇimo
vrtenje nitke.
1.2 Cilji naloge
Nasˇ problem bomo poskusili resˇiti s teorijo dinamike togih teles. Nitko dolocˇene dolzˇine
bomo razdelili na vecˇ enakih delov in jih s pomocˇjo omenjene teorije povezali med seboj.
Nitki bomo predpisali ustrezno maso in geometrijo. Na koncu bomo resˇili diferencialno
enacˇbo in rezultate predstavili graficˇno in s simulacijo. Fizikalni model bomo sestavili
tako, da bomo telesa med seboj povezali s torzijskimi vzmetmi in torzijskimi dusˇilkami,
ki bodo imele enake lastnosti kot najlonska nitka.
1
2 Teorija dinamike sistema togih
teles
V realnosti so mehanski sistemi prevecˇ kompleksni, da bi jih do potankosti popisali z
matematicˇnimi enacˇbami. Fizikalni in matematicˇni modeli so pogosto dobra resˇitev,
saj nam zagotovijo, da z omenjenimi enacˇbami poenostavljeno popiˇsemo opazovani
objekt.
Kot je bilo zˇe povedano, bomo za obravnavo nasˇega problema nitko razdelili na vecˇ
enakih segmentov in jim med seboj povezali s kinematicˇnimi vezmi. Za kinematicˇne vezi
bomo uporabili vzmeti in dusˇilke, ki bodo s svojimi lastnostmi primerljive lastnostim
najlonske nitke.
Teorijo dinamike sistema togih, ki bo obravnavana v tem poglavju, smo povzeli po [1]
- [5].
2.1 Obravnava kinematike togega telesa
V prostoru lahko pomik togega telesa popiˇsemo s translacijo in rotacijo okoli njegovega
tezˇiˇscˇa. Ker pa nasˇ problem zajema le ravninsko gibanje, bomo obravnavnavo teorijo
predstavili le v ravnini.
Cˇe pogledamo sliko 2.1, vidimo, da togo telo i lahko popiˇsemo s pomocˇjo globalnega ko-
ordinatnega sistemaXY in lokalnega koordinatnega sistemaX iY i. Lokalni koordinatni
sistem opravlja translacijo in rotacijo skupaj s togim telesom i, globalni koordinatni
sistem pa ostaja na istem mestu.
Definirajmo najprej vektor Ri, ki je, glede na to, da imamo ravninsko gibanje, sestavljen
iz dveh komponent (komponenta v x in komponenta v y smeri):
Ri =
[︃
Rix
Riy
]︃
. (2.1)
Ta vektor nam pove, kje, glede na globalni koordinatni sistem XY , se nahaja lokalni
koordinatni sistem X iY i, v nasˇem primeru pa nam pove tudi, kje se nahaja tezˇiˇscˇe
togega telesa i.
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Slika 2.1: Lega tocˇke Si glede na globalni in lokalni koordinatni sistem
Sedaj moramo definirati sˇe transformacijo iz globalnega koordinatnega sistema XY v
lokalni koordinatni sistem X ′Y ′. Cˇe pogledamo sliko 2.2, kjer imamo izhodiˇscˇe global-
nega in lokalnega koordinatnega sistema v isti tocˇki, lahko vidimo, da je za ustrezen
popis koordinat potrebno uposˇtevati zasuk θ′ (kot med X in X ′ osjo). To storimo
s pomocˇjo enotskih vektorjev in tako lahko neposredno s pomocˇjo slike oblikujemo
enacˇbo za i′ in j′:
i′ = i cos (θ′) + j sin (θ′), (2.2)
j′ = −i sin (θ′) + j cos (θ′). (2.3)
Sedaj lahko definiramo pozicijo tocˇke Si v lokalnem koordinatnem sistemu X iY i, ki se,
glede na to, da imamo opravka s togimi telesi, ne spreminja:
u¯iS =
[︃
x¯iS
y¯iS
]︃
(2.4)
oziroma:
uiS = x¯
i
S i
i + y¯iS j
i. (2.5)
3
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Slika 2.2: Definiranje enotskih vektorjev
Nadaljujemo tako, da v enacˇbo (2.5) vstavimo enacˇbi (2.2) in (2.3):
uiS = x¯
i
S (i cos (θ
i) + j sin (θi)) + y¯iS (−i sin (θi) + j cos (θi)). (2.6)
Izpostavimo i in j:
uiS = i (x¯
i
S cos (θ
i)− y¯iS sin (θi)) + j (x¯iS sin (θi) + y¯iS cos (θi)). (2.7)
Drugacˇe zapisano:
uiS =
[︃
x¯iS cos (θ
i)− y¯iS sin (θi)
x¯iS sin (θ
i) + y¯iS cos (θ
i)
]︃
(2.8)
oziroma:
uiS =
[︃
cos θi − sin θi
sin θi +cos θi
]︃ [︃
x¯iS
y¯iS
]︃
. (2.9)
Prvo matriko bomo imenovali transformacijska matrika in jo oznacˇili z A(θi):
A (θi) =
[︃
cos θi − sin θi
sin θi +cos θi
]︃
. (2.10)
Tako lahko zapiˇsemo enacˇbo za transformacijo (s to enacˇbo pretvarjamo iz lokalnega
v globalni koordinatni sistem):
uiS = A (θ
i) u¯iS. (2.11)
4
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Cˇe pa koordinatna izhodiˇscˇa lokalnega in globalnega koordinatnega sistema nista po-
ravnana, moramo v enacˇbi za transformacijo uposˇtevati tudi premik do koordinatnega
izhodiˇscˇa. Tako dobimo direktno povezavo med lokalnim X ′Y ′ in globalnim XY ko-
ordinatnim sistemom ne glede na to, kje v ravnini lezˇi lokalni koordinatni sistem oz.
togo telo:
riS = R
i + uiS (2.12)
ali drugacˇe:
riS = R
i + A (θi) u¯iS, (2.13)
2.2 Dolocˇitev posplosˇenih koordinat
Cˇe torej zˇelimo zapisati lego togega telesa v ravnini, moramo uvesti 3 med seboj ne-
odvisne koordinate. Rekli jim bomo vektor posplosˇenih koordinat in jih oznacˇili s qi:
qi =
⎡⎣RixRiy
θi
⎤⎦ . (2.14)
Vektor posplosˇenih koordinat celotnega sistema bo torej odvisen od sˇtevila togih teles
n. Oznacˇili ga bomo s cˇrko q, sˇtevilo posplosˇenih koordinat v celotnem sistemu pa bo
enako 3n:
q =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
q1
q2
q3
...
qn
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.15)
2.3 Dolocˇitev povezovalnih enacˇb
Nasˇo nitko bomo razdelili na vecˇ enakih segmentov in vsak segment obravnavali kot
posamezno togo telo. Posamezni segmenti bodo med seboj povezani s kinematicˇnimi
vezmi – tako bomo lahko sestavili vse dele skupaj in spremljali, kako medsebojno
vplivajo eden na drugega.
Na sliki 2.3 lahko opazimo, da tocˇka S lezˇi tako na togem telesu i, kot tudi na telesu
j. Torej lahko enacˇimo krajevni vektor riS, ki gre do tocˇke S na togem telesu i, in
krajevni vektor rjS, ki gre do iste tocˇke S na togem telesu j. To bo hkrati tudi nasˇa
povezovalna enacˇba:
riS = r
j
S. (2.16)
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Y
X
Rj
Oj
t
Ri
Oi
t
Y j
Xj Y i
X iu¯
j
S
St
u¯iS
ris = r
j
s
θiθ
j
t
riP
P
u¯iP
telo j telo i
Slika 2.3: Povezava dveh togih teles, cˇlenkasto vpetje
Cˇe torej uposˇtevamo enacˇbi (2.13) in (2.16), velja:
Ri + A (θi) u¯iS = R
j + A (θj) u¯jS (2.17)
oziroma kot jo bomo uporabili kasneje:
Ri + A (θi) u¯iS −Rj − A (θj) u¯jS = 0. (2.18)
Najprej definiramo riP :
riP = p =
[︃
px
py
]︃
. (2.19)
Sedaj moramo definirati tudi povezavo med togim telesom i in podporo (tj. v nasˇem
primeru rezilna glava):
Ri + A (θi) u¯iP − riP = 0. (2.20)
Enacˇbi (2.18) in (2.20) sedaj vstavimo v vektor povezovalnih enacˇb C:
C =
[︃
Ri + A (θi) u¯iS −Rj − A (θj) u¯jS
Ri + A (θi) u¯iP − riP
]︃
. (2.21)
6
Teorija dinamike sistema togih teles
Da enacˇbo lahko zapiˇsemo s koordinatami, moramo uposˇtevati enacˇbe (2.1), (2.4),
(2.10) in (2.19) ter jih vstaviti v enacˇbo (2.21):
C =
⎡⎢⎢⎣
Rix + x¯
i
S cos (θ
i)− y¯iS sin (θi)− (Rjx + x¯jS cos (θj)− y¯jS sin (θj))
Riy + x¯
i
S sin (θ
i) + y¯iS cos (θ
i)− (Rjy + x¯jS sin (θj) + y¯jS cos (θj))
Rix + x¯
i
P cos (θ
i)− y¯iP sin (θi)− px
Riy + x¯
i
P sin (θ
i) + y¯iP cos (θ
i)− py
⎤⎥⎥⎦ . (2.22)
2.4 Obravnava pomikov
V prejˇsnjem poglavju smo povezali telesi i in j med seboj in telo i pripeli na podporo
P . Z vzbujanjem enega telesa z dolocˇeno silo torej lahko zagotovimo premik obeh teles.
2.5 Obravnava hitrosti
V poglavju 2.3 smo definirali vektor povezovalnih enacˇb C. Z odvajanjem vektorja C
po cˇasu lahko najprej analiziramo hitrosti in z nadaljnjim odvajanjem (v poglavju 2.6)
sˇe pospesˇke togih teles povezanih med seboj.
Vektor C lahko bolj pravilno zapiˇsemo tudi C(q(t),t), saj je odvisen od posplosˇenih
koordinat in od cˇasa. Z odvajanjem vektorja povezovalnih enacˇb po cˇasu dobimo:
Cq q̇ + Ct = 0, (2.23)
kjer Cq predstavlja Jacobijevo matriko odvodov po posplosˇenih koordinatah q, vektor
Ct pa predstavlja parcialne odvode vektorja C po cˇasu:
Cq =
∂C
∂q
=
⎡⎢⎢⎢⎣
∂C1
∂q1
∂C1
∂q2
. . . ∂C1
∂q3n
∂C2
∂q1
∂C2
∂q2
. . . ∂C2
∂q3n
...
...
. . .
...
∂Cnc
∂q1
∂Cnc
∂q2
. . . ∂Cnc
∂q3n
⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.24)
Ct =
∂C
∂t
=
[︁
∂C1
∂t
∂C2
∂t
. . . ∂Cnc
∂t
]︁
. (2.25)
V enacˇbah (2.24) in (2.25) n predstavlja sˇtevilo togih teles v sistemu, nc pa sˇtevilo
povezovalnih enacˇb.
2.6 Obravnava pospesˇkov
Dobljeno enacˇbo za hitrost (2.23) sˇe enkrat odvajamo po cˇasu in dobimo:
Cq q¨ + (Cq q̇)q q̇ + 2Cqt q̇ + Ctt = 0. (2.26)
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Ob uposˇtevanju:
Qd = Cq q¨ (2.27)
dobimo:
Qd = −(Cq q̇)q q̇ − 2Cqt q̇ − Ctt. (2.28)
2.7 Zunanje obremenitve sistema
V ravnini lahko na togo telo deluje sila v x in y smeri ter moment. Poglejmo si sliko
2.4, kjer na togo telo i deluje moment M i in v tocˇki Si deluje sila F i. Cˇe zapiˇsemo
vektor zunanjih obremenitev oz. sil in momentov, ki delujejo na telo i, dobimo:
Qie =
⎡⎣ F ixF iy
M i + uiS A
i
θ F
i
⎤⎦ , (2.29)
kjer Aiθ predstavlja odvod transformacijske matrike po posplosˇenih koordinatah. Poleg
vzbujevalnega momenta M i je cˇlen uiS A
i
θ F
i, ki se pojavi kot posledica delovanja sile
F i v tocˇki Si okoli tezˇiˇscˇa. Cˇe bi tocˇko Si postavili v tezˇiˇscˇe in bi tako sila F i delovala
na tezˇiˇscˇe, drugega cˇlena uiS A
i
θ F
i ne bi bilo oziroma bi bil enak 0.
Y
X
t
Si
Y i
X i
F i
M i
telo i
Slika 2.4: Prikaz zunanjih obremenitev
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Ker pa se v nasˇem primer ukvarjamo s sistemom togih teles, moramo napisati vektor
zunanjih obremenitev za sistem:
Qie =
⎡⎢⎢⎢⎣
Q1e
Q2e
...
Qne
⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.30)
2.8 Porazdelitev mase togega telesa
Da lahko opiˇsemo delovanje sistema, moramo poznati geometrijo in porazdelitev mase
togega telesa v prostoru. To bomo naredili z masno matriko, v kateri bodo zaradi lo-
kalnih koordinatnih sistemov, ki bodo postavljeni v tezˇiˇscˇe nasˇih togih teles, pomembni
le diagonalni cˇleni v matriki (ostali cˇleni bodo enaki 0).
Masna matrika za togo telo i je torej:
M i =
[︃
miRR m
i
Rθ
miθR m
i
θθ
]︃
, (2.31)
kjer so posamezni cˇleni:
miRR =
∫︂
V i
ρi I dV i = mi I, (2.32)
za nasˇ primer, ko lokalni koordinatni sistem sovpada s tezˇiˇscˇem:
miRθ = m
i
θR
T
= Aiθ
∫︂
V i
ρi u¯i dV i = 0, (2.33)
miθθ =
∫︂
V i
ρi u¯i
T
u¯i dV i = J i. (2.34)
V nasˇem primeru smo nitko razdelili na vecˇ enakih segmentov, zato so masne matrike
za vsa nasˇa telesa enaka.
Masno matriko za sistem nato zapiˇsemo:
M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
M1 0 . . . 0 0 0
0 M2 . . . 0 0 0
...
...
. . .
...
... 0
0 0 0 M i 0 0
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 0 Mn
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.35)
Masna matrika za telo i je v nasˇem primeru torej:
M i =
[︃
mi I 0
0 J iT
]︃
, (2.36)
kjer je I enotska matrika dimenzij 2x2,mi masa togega telesa in J iT tezˇiˇscˇni vztrajnostni
moment telesa i.
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2.9 Dolocˇitev gibalnih enacˇb
Za resˇitev sistema togih teles potrebujemo gibalne enacˇbe, te pa bomo dobili iz pogoja
dinamicˇnega ravnovesja:
n∑︂
i=1
(δ W ii − δ W ie − δ W ic) = 0, (2.37)
kjerW ie predstavlja virtualno delo zunanjih sil, W
i
i virtualno delo vztrajnostnih sil, W
i
c
pa virtualno delo sil v vezeh.
δ W ie = Q
i
e
T
δqi, (2.38)
δ W ii = [M
i q¨i −Qiv]T δqi, (2.39)
δ W ic = Q
i
c
T
δqi. (2.40)
Cˇe sovpada tezˇiˇscˇe z lokalnim koordinatnim sistemom je vektor centrifugalnih sil Qiv
enak 0. Sedaj vstavimo enacˇbe (2.38), (2.39) in (2.40) v enacˇbo (2.37) za dinamicˇno
ravnotezˇje:
n∑︂
i=1
(M i q¨i −QieT −QicT ) δqi = 0. (2.41)
Nadaljujemo izpeljavo:
M i q¨i = Qie +Q
i
c. (2.42)
Za sistem pa velja:
M q¨ = Qe +Qc, (2.43)
kjer je q¨ drugi odvod posplosˇenih koordinat, M masna matrika sistema, Qe
T transpo-
niran vektor zunanji obremenitev in Qc
T transponiran vektor sil v vezeh. Vektor sil v
vezeh lahko drugacˇe zapiˇsemo tudi kot produkt Lagrangevih mnozˇiteljev in transponi-
rane Jacobijeve matrike:
Qc = −CqT λ. (2.44)
Zdruzˇimo enacˇbi (2.43) in (2.44), da dobimo sistem gibalnih enacˇb:
Qe =M q¨ + Cq
T λ. (2.45)
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Sistemu gibalnih enacˇb dodamo sˇe enacˇbe kinamaticˇnih vezi (2.27) in dobimo:[︃
Qe
Qd
]︃
=
[︃
M Cq
T
Cq 0
]︃ [︃
q¨
λ
]︃
. (2.46)
Sedaj preoblikujemo enacˇbo (2.46) in po nekaj racˇunanja dobimo koncˇno enacˇbo:
[︃
q¨
λ
]︃
=
[︄
M−1 −M−1CqT (CqM−1CqT )−1CqM−1 M−1CqT (CqM−1CqT )−1
M−1CqT (CqM−1CqT )
−1 −(CqM−1CqT )−1
]︄ [︃
Qe
Qd
]︃
.
(2.47)
Za nasˇe delo potrebujemo le prvi del zgornje enacˇbe:
q¨ = (M−1 −M−1CqT (CqM−1CqT )−1CqM−1)Qe + (M−1CqT (CqM−1CqT )−1)Qd.
(2.48)
Enacˇba (2.48) predstavlja sistem s 3n sˇtevilom neznank in s 3n sˇtevilom enacˇb. Sistem
bomo resˇili numericˇno in tako dobili kotne hitrosti, zasuke in pospesˇke posameznega
togega telesa v sistemu.
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Rezilo je pri kosilnici sestavljeno iz dveh nitk, ki se vrtita neodvisno ena od druge, zato
bomo v zakljucˇni nalogi obravnavali le eno nitko. V tem poglavju bomo za dejanski
primer, prikazan na sliki 3.2, naredili celotno obravnavo in zapisali vse potrebne enacˇbe,
opisane v teoriji, ki jih bomo potem numericˇno resˇili. Za predstavitev v zakljucˇni nalogi
bomo nitko razdelili na 4 enake segmente. Za numericˇno simulacijo pa bomo nitko
razdelili na 16 segmentov.
Y
X
s
vrtecˇa nitkamirujocˇa nitka
rezilna glava
smer vrtenja
Slika 3.1: Rezilna glava z nitko
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3.1 Opredelitev fizikalnega modela
Fizikalni model rezilne nitke, prikazan na sliki 3.2, je sestavljen iz sˇtirih enakih palic, ki
so med seboj cˇlenkasto vpete. Te cˇlenke bomo nadomestili z vzmetmi k in dusˇilkami d.
Lokalni koordinatni sistemi pa bodo postavljeni v tezˇiˇscˇa togih teles (to bo kar sredina
togih teles).
Y
X
m1,J1,L1 m2,J2,L2 m3,J3,L3 m4,J4,L4
s
P A B C
kP dP kA dA kB dB kC dC
Slika 3.2: Fizikalni model rezilne glave z nitko
3.2 Dolocˇitev enacˇb za numericˇno obravnavo
V tem poglavju bomo uporabili teorijo iz poglavja 2 in z algebrajskimi enacˇbami po-
pisali fizikalni model rezilne glave z nitko na sliki 3.2.
3.2.1 Posplosˇene koordinate
Najprej si poglejmo enacˇbo posplosˇenih koordinat q:
q =
⎡⎢⎢⎣
q1
q2
q3
q4
⎤⎥⎥⎦ , (3.1)
kjer smo vektor q za posamezno togo telo zˇe definirali v poglavju 2.2 v enacˇbi (2.14).
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3.2.2 Povezovalne enacˇbe
Toga telesa povezˇemo med seboj po vzoru iz teorije:
C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Ri1 + x¯
1
P cos (θ
1)− y¯1P sin (θ1)− p1x
R1y + x¯
1
P sin (θ
1) + y¯1P cos (θ
1)− p1y
R1x + x¯
1
A cos (θ
1)− y¯1A sin (θ1)− (R2x + x¯2A cos (θ2)− y¯2A sin (θ2))
R1y + x¯
1
A sin (θ
1) + y¯1A cos (θ
1)− (R2y + x¯2A sin (θ2) + y¯2A cos (θ2))
R2x + x¯
2
B cos (θ
2)− y¯2B sin (θ2)− (R3x + x¯3B cos (θ3)− y¯3B sin (θ3))
R2y + x¯
2
B sin (θ
2) + y¯2B cos (θ
2)− (R3y + x¯3B sin (θ3) + y¯3B cos (θ3))
R3x + x¯
3
C cos (θ
3)− y¯3C sin (θ3)− (R4x + x¯4C cos (θ4)− y¯4C sin (θ4))
R3y + x¯
3
C sin (θ
3) + y¯3C cos (θ
3)− (R4y + x¯4C sin (θ4) + y¯4C cos (θ4))
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (3.2)
u¯iS smo prav tako zˇe definirali v teoreticˇnem delu v enacˇbi (2.4): indeks i predstavlja
sˇtevilko togega telesa, cˇrka S pa pomeni oznacˇbo cˇlenka. Sedaj dolocˇimo lege vseh
cˇlenkov:
u¯1P =
[︁−L
2
0
]︁T
,
u¯1A =
[︁
+L
2
0
]︁T
,
u¯2A =
[︁−L
2
0
]︁T
,
u¯2B =
[︁
+L
2
0
]︁T
,
u¯3B =
[︁−L
2
0
]︁T
,
u¯3C =
[︁
+L
2
0
]︁T
,
u¯4C =
[︁−L
2
0
]︁T
(3.3)
in jih vstavimo v enacˇbo (3.2) ter dobimo:
C =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Ri1 − L2 cos (θ1)− p1x
R1y − L2 sin (θ1)− p1y
R1x +
L
2
cos (θ1)−R2x + L2 cos (θ2)
R1y +
L
2
sin (θ1)−R2y + L2 sin (θ2)
R2x +
L
2
cos (θ2)−R3x + L2 cos (θ3)
R2y +
L
2
sin (θ2)−R3y + L2 sin (θ3)
R3x +
L
2
cos (θ3)−R4x + L2 cos (θ4)
R3y +
L
2
sin (θ3)−R4y + L2 sin (θ4)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.4)
To enacˇbo sedaj odvajamo po posplosˇenih koordinatah, da dobimo Jacobijevo matriko
Cq:
Cq =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 L
2
sin (θ1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 −L
2
cos (θ1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −L
2
sin (θ1) −1 0 −L
2
sin (θ2) 0 0 0 0 0 0
0 1 L
2
cos (θ1) 0 −1 L
2
cos (θ2) 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −L
2
sin (θ2) −1 0 −L
2
sin (θ3) 0 0 0
0 0 0 0 1 L
2
cos (θ2) 0 −1 L
2
cos (θ3) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 −L
2
sin (θ3) −1 0 −L
2
sin (θ4)
0 0 0 0 0 0 0 1 L
2
cos (θ3) 0 −1 L
2
cos (θ4).
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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(3.5)
Po enacˇbi (2.28) izracˇunamo sˇe vektor Qd, kjer nam je zaenkrat pomemben le prvi
cˇlen, ki bo (dokler v vektor povezovalnih enacˇb ne dodamo vzbujevalne enacˇbe) edini
nenicˇelni cˇlen v enacˇbi. Torej lahko zapiˇsemo:
Qd = −(Cq q̇)q q̇ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−L
2
cos (θ1) (θ1̇)2
−L
2
sin (θ1) (θ1̇)2
L
2
cos (θ1) (θ1̇)2 + L
2
cos (θ2) (θ2̇)2
L
2
sin (θ1) (θ1̇)2 + L
2
sin (θ2) (θ2̇)2
L
2
cos (θ2) (θ2̇)2 + L
2
cos (θ3) (θ3̇)2
L
2
sin (θ2) (θ2̇)2 + L
2
sin (θ3) (θ3̇)2
L
2
cos (θ3) (θ3̇)2 + L
2
cos (θ4) (θ4̇)2
L
2
sin (θ3) (θ3̇)2 + L
2
sin (θ4) (θ4̇)2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.6)
3.2.3 Zunanje obremenitve sistema
Najprej bomo zapisali vektor obremenitev za vsako telo, za tem pa napisali sˇe splosˇno
enacˇbo za sistem. Za prvo telo bomo za vzorec pisali vse koeficiente, ki jih je mozˇno
dolocˇiti. Koeficienti vzmeti in dusˇilk bodo pri vseh cˇlenkih enaki, zato jih bomo od
drugega togega telesa dalje oznacˇevali brez indeksov – le s k in d.
Q1e =
⎡⎣ 00
−kP (θ1 − θ10)− dP (θ1̇ − θ10̇ ) + kA (θ2 − θ1 + θ10 − θ20) + dA (θ2̇ − θ1̇ + θ10̇ − θ20̇ )
⎤⎦ .
(3.7)
V enacˇbi (3.7) (θ10 , θ
2
0) predstavljata zacˇetni zasuk telesa 1 in 2, (θ
1
0
̇ , θ20
̇ ) predstavljata
zacˇetni kotni hitrosti teles 1 in 2, (kP , kA) predstavljata koeficienta togosti torzijske
vzmeti in (dP , dA) predstavljata koeficienta dusˇenja torzijske dusˇilke cˇlenkov P in A.
Zacˇetni zasuki in kotne hitrosti bodo pri vseh telesih enake 0, zato jih od zdaj naprej
zaradi boljˇse preglednosti ne bomo pisali:
Q2e =
⎡⎣ 00
−k (θ2 − θ1)− d (θ2̇ − θ1̇) + k (θ3 − θ2) + d (θ3̇ − θ2̇)
⎤⎦ , (3.8)
Q3e =
⎡⎣ 00
−k (θ3 − θ2)− d (θ3̇ − θ2̇) + k (θ4 − θ3) + d (θ4̇ − θ3̇)
⎤⎦ , (3.9)
Q4e =
⎡⎣ 00
−k (θ4 − θ3)− d (θ4̇ − θ3̇)
⎤⎦ . (3.10)
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Za sliko 3.2 je vektor zunanjih obremenitev na sistem sestavljen iz sˇtirih togih teles:
Qe =
⎡⎢⎢⎣
Q1e
Q2e
Q3e
Q4e
⎤⎥⎥⎦ . (3.11)
3.2.3.1 Dodatna zunanja obremenitev sistema v izbrani tocˇki ob danem
cˇasu
Sistem bomo, ko se bo nitka med vrtenjem zravnala, v neki tocˇki obremenili (kot
da bi nitka med delom zadela ob nekoliko bolj trdo steblo). To bomo storili za tri
razlicˇne obremenitve tako, da na tistem togem telesu, kjer zˇelimo aplicirati dodatno
obremenitev, spremenimo obremenitvene parametre togega telesa. Primer obremenitve
togega telesa med cˇlenkoma B in C prikazuje slika 3.3.
Y
X
s
P
A
B
C
F 3x
Slika 3.3: Dodatna zunanja obremenitev
Predpostavimo, da je celotna potrebna sila za odrez stebla enaka sili v x-smeri F 3x , ta
sila pa bo pri cˇasu 50 sekund v enem primeru delovala 0.1 sekunde, v drugem pa 0.01
sekunde. V tretjem primeru bomo ob cˇasu 50 sekund aplicirali vecˇjo obremenitev, ki
bo prav tako trajala 0.01 sekunde. Zapiˇsemo vektor zunanjih obremenitev za togo telo
3 in pri numericˇnem resˇevanju diferencialne enacˇbe to uposˇtevamo:
Q3e
∗
=
⎡⎣ F 3x0
−k (θ3 − θ2)− d (θ3̇ − θ2̇) + k (θ4 − θ3) + d (θ4̇ − θ3̇)
⎤⎦ . (3.12)
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Zaradi uposˇtevanja, da sila F 3x deluje na tezˇiˇscˇe togega telesa 3, se cˇlen, kjer uposˇtevamo
moment na togo telo, ne spremeni.
Za numericˇno resˇevanje v cˇasu 50.0–50.2 sekunde za prvi in 50.00–50.01 sekunde za
drugi in tretji primer uposˇtevamo enacˇbo:
Qe
∗ =
⎡⎢⎢⎣
Q1e
Q2e
Q3e
∗
Q4e
⎤⎥⎥⎦ . (3.13)
3.2.4 Dolocˇitev masne matrike
Masno matriko sistema bi morali narediti tako, da bi masno matriko dolocˇili vsakemu
togemu telesu posebej. Nasˇi segmenti so med seboj povsem enaki (enaka masa in
geometrija), zato bomo primer masne matrike za eno telo naredili samo za prvo telo:
M1 =
⎡⎣m1 0 00 m1 0
0 0 J1
⎤⎦ , (3.14)
pri cˇemer velja:
m = m1 = m2 = m3 = m4, (3.15)
J = J1 = J2 = J3 = J4. (3.16)
Masna matrika sistema pa je potemtakem:
M =
⎡⎢⎢⎣
M1 0 0 0
0 M2 0 0
0 0 M3 0
0 0 0 M4
⎤⎥⎥⎦ (3.17)
oziroma:
M =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
m 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 J 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 m 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 m 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 J 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 m 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 m 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 J 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 m 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 J
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.18)
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3.2.5 Dolocˇitev vzbujevalne enacˇbe
Cˇe hocˇemo predmet obravnave spraviti v gibanje z vzbujevalnim pospesˇkom, moramo
v vektor povezovalnih enacˇb dodati sˇe eno enacˇbo.
3.2.5.1 Vzbujevalni pospesˇek
Vzbujevalni pospesˇek dobimo tako, da zasuk prvega telesa dvakrat odvajamo po cˇasu:
θ1¨ =
d2 θ1
d t2
(3.19)
in z integriranjem potem dobimo povezovalno enacˇbo:
θ1¨
t2
2
+ θ10
̇ t+ θ10 − θ1 = 0, (3.20)
kjer je θ1¨ kotni pospesˇek telesa 1, θ10
̇ zacˇetna kotna hitrost telesa 1, θ10 zacˇetni zasuk
telesa 1 in θ1 zasuk telesa 1. Za nasˇ primer bosta zacˇetni zasuk in kotna hitrost, kot
smo zˇe omenili pri dolocˇitvi zunanjih obremenitev v poglavju 3.2.3, enaka 0, kotni
pospesˇek pa bomo oznacˇili z α in bo konstanta, razlicˇna od 0.
Sedaj bomo zgolj nakazali, kje bomo uporabili enacˇbo za apliciranje vzbujevalnega
pospesˇka:
C =
⎡⎢⎢⎢⎣
Ri1 + x¯
1
P cos (θ
1)− y¯1P sin (θ1)− p1x
R1y + x¯
1
P sin (θ
1) + y¯1P cos (θ
1)− p1y
...
θ1¨ t
2
2
+ θ10
̇ t+ θ10 − θ1
⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.21)
Cq =
⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 −L
2
sin (θ1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 L
2
cos (θ1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.22)
Enacˇba za pospesˇek se nam nekoliko spremeni, saj Ctt ni vecˇ enak 0:
(Cq q̇)q q̇ =
⎡⎢⎢⎢⎣
−L
2
cos (θ1) (θ1̇)2
−L
2
sin (θ1) (θ1̇)2
...
0
⎤⎥⎥⎥⎦ , (3.23)
Ctt =
⎡⎢⎢⎢⎣
0
0
...
α
⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.24)
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Torej je koncˇna enacˇba enaka:
Qd = −(Cq q̇)q q̇ − Ctt =
⎡⎢⎢⎢⎣
L
2
cos (θ1) (θ1̇)2
L
2
sin (θ1) (θ1̇)2
...
−α
⎤⎥⎥⎥⎦ . (3.25)
Za primer vzbujanja nitke z vzbujevalnim pospesˇkom v numericˇnem izracˇunu (2.48)
uporabimo enacˇbi (3.22) in (3.25).
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4 Rezultati in diskusija
Vrtecˇo nitko smo v simulaciji razdelili na 16 segmentov, ki smo jih povezali med seboj z
enacˇbami, dolocˇenimi v poglavju 2. Diferencialno enacˇbo (2.48) smo numericˇno resˇili s
pomocˇjo Pythona in funkcije solve ivp, ki smo jo nasˇli v knjizˇnici scipy.integrate. Popis
geometrijskih in materialnih lastnosti nitke smo naredili v preglednici 4.1.
Preglednica 4.1: Geometrijske in materialne lastnosti nitke
Pomen parametrov oznaka vrednosti parametrov
Dolzˇina prozˇne strukture Lsk 220 mm
Dolzˇina enega segmenta L 13.75 mm
Masa enega segmenta m 0.20 g
Masni vztrajnostni moment enega segmenta J 0.40 gmm2
Koeficient togosti torzijskih vzmeti v cˇlenku k 20471 Nmm/rad
Koeficient dusˇenja torzijskih dusˇilk v cˇlenku d 5000 Nmms/rad
Vzbujevalni pospesˇek α 0.1 rad/s2
Dodatna zunanja obremenitev 1 v x-smeri F1 20.5 N
Dodatna zunanja obremenitev 2 v x-smeri F2 61.4 N
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4.1 Vrtenje nitke z vzbujevalnim pospesˇkom
Pri vrtenju nitke z vzbujevalnim pospesˇkom 0.1 rad
s2
smo dobili zasuke, hitrosti in po-
spesˇke, ki so prikazani na sliki 4.1. Opazimo lahko, da tezˇiˇscˇa posameznih teles na
zacˇetku (pri zagonu) nimajo povsem enakih pospesˇkov in hitrosti, s cˇasom oziroma z
vecˇanjem vrtilne hitrosti pa se te razlike zmanjˇsujejo.
Slika 4.1: Vrtenje nitke z vzbujevalnim pospesˇkom
Iz simulacije, prikazane na slikah 4.2 in 4.3, je razvidno, da so najvecˇje razlike med
togima telesoma 1 in 2.
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Slika 4.2: Razlike med zasuki povezanih teles
Slika 4.3: Razlika med zasukoma teles 1 in 2
Na slikah 4.2 in 4.3 oznaka θr pomeni relativno razliko med zasukoma sosednjih dveh
togih teles. Cˇe zapiˇsemo povsem splosˇno:
θr = θ
i − θi+1. (4.1)
Ob pogledu na slike 4.4–4.9 lahko opazimo, da se pri nasˇih podatkih nitka najbolj
deformira pri priblizˇno 4–6 sekundah. Pri priblizˇno 9 sekundah pa zˇe lahko vidimo, da
se relativni kot θr pri vecˇini sosednjih teles zˇe mocˇno priblizˇuje 0 (najvecˇje razlike v
relativnih zasukih vidimo pri prvih 3 telesih).
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Slika 4.4: Zacˇetni polozˇaj nitke pri
0 sekundah
Slika 4.5: Polozˇaj nitke po 2
sekundah
Slika 4.6: Polozˇaj nitke po 4
sekundah
Slika 4.7: Polozˇaj nitke po 6
sekundah
Slika 4.8: Polozˇaj nitke po 8
sekundah
Slika 4.9: Polozˇaj nitke po 9
sekundah
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4.2 Vrtenje nitke z vzbujevalnim pospesˇkom in do-
dano zunanjo obremenitvijo
Kot je bilo predstavljeno v poglavju 3.2.3.1, smo ob cˇasu 50 sekund dodali obremenitvi,
ki trajata 0.01 sekunde oziroma 0.2 sekunde:
Slika 4.10: Vrtenje nitke z
vzbujevalnim pospesˇkom z dodano
obremenitvijo F1, trajajocˇo 0.01 s
Slika 4.11: Vrtenje nitke z
vzbujevalnim pospesˇkom z dodano
obremenitvijo F1, trajajocˇo 0.2 s
Slika 4.12: Vrtenje nitke z vzbujevalnim pospesˇkom z dodano obremenitvijo F2,
trajajocˇo 0.01 s
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Dejanski odziv prozˇne strukture na sliki 4.10 je prikazan na slikah 4.13–4.18, kjer lahko
vidimo, da pri velikih hitrostih vrtenja in precej kratki obremenitvi nitka nekoliko
zaniha in se zˇe po nekaj sekundah skoraj povsem poravnana vrti naprej.
Slika 4.13: Polozˇaj nitke pri 50.5
sekundah
Slika 4.14: Polozˇaj nitke po 0.1
sekunde po obremenitvi
Slika 4.15: Polozˇaj nitke po 0.2
sekunde po obremenitvi
Slika 4.16: Polozˇaj nitke 0.3
sekunde po obremenitvi
Slika 4.17: Polozˇaj nitke 1
sekundo po obremenitvi
Slika 4.18: Polozˇaj nitke 2
sekundi po obremenitvi
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Za preostala dva primera, kjer imamo daljˇse delovanje sile oziroma pri drugem primeru
vecˇjo silo, bomo rezultat prikazali s simulacijo.
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5 Zakljucˇki
V zakljucˇni nalogi smo si izbrali realno prozˇno strukturo in ji pri preracˇunih predpisali
ustrezne parametere. Na podlagi obravnavane teorije dinamike sistema togih teles ter
postavljenega fizikalnega in numericˇnega modela smo naredili program v Pythonu, kjer
smo izvedli izracˇune in simulacije.
Na podlagi dobljenih rezultatov in simulacij smo priˇsli do naslednjih ugotovitev:
1. Obnasˇanje prozˇne strukture lahko s pomocˇjo teorije dinamike sistema togih teles
ustrezno popiˇsemo s koncˇnim sˇtevilom togih teles.
2. Najvecˇje napetosti se pojavijo pri zagonu.
3. Z vecˇanjem sˇtevila togih teles se podaljˇsuje cˇas izracˇuna.
4. Realnemu modelu se bolj priblizˇamo, cˇe povecˇamo sˇtevilo togih teles (prozˇno
strukturo razdelimo na vecˇ delov).
5. Pri visokih vrtilnih hitrostih se kljub veliki zunanji obremenitvi prozˇno telo hitro
zopet poravna.
Predlogi za nadaljnje delo
Kljub zadovoljivim rezultatom in zakljucˇkom smo med izdelavo zakljucˇne naloge ugo-
tovili, da bi analizo odziva nitke na obremenitev lahko izvedli sˇe bolj natancˇno. To bi
naredili tako, da bi uposˇtevali naslednje predloge:
1. V izracˇunih bi lahko uporabili dejanske sile, ki se pojavijo pri odrezu stebla.
2. Prozˇno strukturo bi lahko vrteli s hitrostjo, s katero se tudi v realnosti vrti rezilna
glava.
3. Fizikalni model bi lahko naredili iz vecˇjega sˇtevila togih teles.
4. Karakteristike nitke bi lahko popisali sˇe bolj natancˇno in te vrednosti uposˇtevali
v simulaciji.
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